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ー 帯水層問題を例として ー



要点

前回セミナーのおさらい
◦ シミュレーション・モデル・IoT

PDEで記述できるモデル
◦ Advection-Diffusion

◦ 変数とパラメータ・順問題と逆問題

統計学の手法
◦ カイ二乗を一般化

◦ 共分散行列

帯水層の透水率分布の推定
◦ 前回米大海氏のレクチャーを敷衍
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前回セミナーのまとめ. (1)

シミュレーションの意味と意義：入力パラメータの組 𝑋𝑖 と出力（変数・パラメータ）の組 𝑌𝑗 を数
理的モデルに基づいて関係づける (𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛; 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚)

◦ コンピュータ上で実現

◦ 実験との比較が可能

多様なコンピュータ・シミュレーション
◦ 知りたいことは・・・ Why or How?

コンピュータ・シミュレーションを活かすために
◦ 境界条件をなめてはいけない
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順問題

第２回 コンピュータシミュレーション入門

計算すりゃいいってもんじゃない！



前回セミナーのまとめ. (2)

モデルについて
◦ 決定論的モデル

◦ 入力条件を定めれば結果は確か

◦ 例えば力学系

◦ 確率論的モデル
◦ 現在の状態から未来を予言することはできない

◦ 多数回の試行で統計的性質（確率分布）が明らかになる

◦ 例えば、ゲーム、経済活動、誤差

◦ 決定論の枠組みの中でも不確実さがある

◦ 例えば、非線形力学、カオス
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前回セミナーのまとめ. (3)

IoT用センサーのベストな設置場所をコンピュータ・シミュレーションに基づいて決めることがで
きる（KESCO 橋口真宜氏）
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前回セミナーのまとめ. (4)
帯水層の水圧分布 𝑌𝑗 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚 を生ずるような区分的透水率 𝑋𝑖 (𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛)の組を
COMSOL Multiphysicsを用いて推定することができる [1]（KESCO 米大海氏）

非線形最適化で決定
◦ ターゲット（Objective function, Performance measure）はカイ二乗（残差）

◦ 𝑚 ≪ 𝑛であれば underdetermined なので数学的な工夫が必要

◦ Senitivity analysis と Parameter estimation
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変数とパラメータ 𝑓 𝒙, 𝑡, 𝒂 = 0

物理学ではゆっくり変化する変数
◦ （例）振り子の長さ 𝑙 をゆっくり上下させる

統計学では、採用する統計モデルでパラメータが決まる（平均、標準偏差）

シミュレーションでは、パラメータを固定して方程式を解く

分野ごとに意味が異なるが、おおむね・・・
◦ パラメータは系の状態を特徴づける

◦ 離散値を取っても構わない

◦ 物理量でなくても構わない（色、香り、味）

◦ 人為的に制御できる

◦ 変数は系の状態またはその変化を記述する（決定論的であれば予測できる）
◦ 物理量がふつう（独立変数＝位置、時間； 従属変数＝圧力、スペクトル強度、物質濃度）

◦ 連続値を取る（とみなせる）ことが多い

◦ 自然法則に従う
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熱力学の定積比熱・定圧比熱では、V, P をパラ
メータとみなしているが、温度 T は変数。

時間 t は変数になるのがふつう。

今日の話題

数学としては特に区別して扱う必要なし



変量へのパラダイムシフト
理工学では変数・パラメータにランダム性がないものとして扱う

変数・パラメータが取る値にランダム性があると認識した時点で変量 Variate に切り替わる

Variate ≒ Random variable

（例1）地下水位 𝑢 𝒓𝑖 (𝑖 = 1,2,3,4)

最確値からのずれ ∆𝑢𝑖 = 𝑢 𝒓𝑖 − 𝑢 𝒓𝑖

分散 𝜎𝑖
2 = (∆𝑢𝑖)

2

共分散 𝜎𝑖𝑗= ∆𝑢𝑖∆𝑢𝑗

⇒シミュレーションでは 𝑢 𝒓𝑖 が計算値、𝑢 𝒓𝑖 が測定値
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（例2）不均一な透水率 𝑇𝑖 (𝑖 = 1,⋯ , 𝑛; 𝑛 = 100)

𝑻𝑻 = 𝑇1, ⋯ , 𝑇𝑛

最確値からのずれ ∆𝑇𝑖 = 𝑇𝑖 − ഥ𝑇𝑖

分散 𝜎𝑖
2 = (∆𝑇𝑖)

2

共分散 𝜎𝑖𝑗= ∆𝑇𝑖∆𝑇𝑗 ⇒ 𝑸 =
𝜎1
2 ⋯ 𝜎1𝑛
⋯ ⋯ ⋯
𝜎𝑛1 ⋯ 𝜎𝑛

2

Variogram [1],[Wikipedia] 𝛾(𝒓1, 𝒓2)

𝛾 𝒓1, 𝒓2 =
1

2
Δ𝑇 𝒓1 − Δ𝑇 𝒓2

2 =
1

2
[𝑇(𝒓1) − 𝑇(𝒓2)]

2 ⇒ 𝛾 𝒓1, 𝒓1 + 𝒓 = 𝛾𝑠(𝒓)

Empirical  𝛾 𝑟 =
1

2𝑁(𝑟)
σ𝑖,𝑗∈𝑁(𝑟)[𝑇(𝒓𝑖) − 𝑇(𝒓𝑗)]

2

後出

Const mean Stationary



分散・共分散・相関係数 [2, 6]

共分散 𝜎𝑋𝑌 =
1

𝑁
σ𝛼=1
𝑁 (𝑋𝛼− ത𝑋)(𝑌𝛼 − ത𝑌) ⇒ ∆𝑋∆𝑌 ⇒ cov(𝑋, 𝑌)

分散 𝜎𝑋
2 =

1

𝑁
σ𝛼=1
𝑁 (𝑋𝛼− ത𝑋)2 ⇒ (∆𝑋)2, 𝜎𝑌

2 =
1

𝑁
σ𝛼=1
𝑁 (𝑌𝛼−ത𝑌)2 ⇒ (∆𝑌)2 ⇒ cov 𝑋, 𝑋 = var(𝑋)

相関係数 𝑟 =
𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋𝜎𝑌
(−1 ≤ 𝑟 ≤ 1)

◦ 𝑋 & 𝑌が同一・単一の要因のもとに増減すれば 𝑟 = ±1 ⟸ Δ𝑌 = 𝑎 Δ𝑋

ベクトル表記 ∆𝑿 =
∆𝑋𝟏
⋮

∆𝑋𝑵

, ∆𝑿𝑻= (∆𝑋𝟏, ⋯ , ∆𝑋𝑵)

共分散行列 𝑪 = ∆𝑿 ∆𝑿𝑻 =
𝜎1
2 ⋯ 𝜎1𝑁
⋯ ⋯ ⋯
𝜎𝑁1 ⋯ 𝜎𝑁𝑁

[2](p.97), [3] (pp.106, 169)
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𝑋 = 𝑢𝑖 , 𝑌 = 𝑢𝑗



相関係数の例 (1) 
𝑟~0.8

データ数が増えると
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相関係数の例 (2)
20個

値が小さくなるのは
◦ 規則性が弱い（ランダム性が強い）

◦ 多数の要因が関与する

◦ 非直線的な規則性
◦ 例えば反比例
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フィッティングの「平均誤差」sy,fit
𝜎𝑦,fit
2 = min𝐴,𝐵{

1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖; 𝐴, 𝐵)

2 } ∝残差

◦ データ点と回帰直線との間の「平均距離」 （テキストでは n-2 で割る [2](p.106), [6] (p.193) ）

◦ 点がすべて直線上にあれば 𝜎𝑦,fit
2 =0    

◦ 各点の誤差𝜎𝑖
2が 𝜎𝑦,fit

2 に等しいとみなしてよい

𝜎𝑦,fit
2 = 𝜎𝑦

2 1 − 𝑟2 が成り立つ

◦ 𝑟の大きいほうがフィッティング誤差が小さいとは限らない

◦ Excel でモンテカルロ・シミュレーションができる
◦ 乱数を用いて (x, y) の組をどんどん作る
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正規分布のパラメータと同等フィッティングと相関係数に関連した話題



PDEで記述できるモデル (1) 線形2変数
双曲線型

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

1

𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0

放物線型
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑡

楕円型(Laplace)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

楕円型(Poisson)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝐹 𝑥, 𝑦

= 𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑡

固有値問題 ：
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝜆𝑢 = 0, 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑉 𝑥, 𝑦 + 𝜆𝑢 = 0
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1次元波動

今日の話題

1次元熱伝導、1次元Schr ሷodinger

2次元Schr ሷodinger

境界条件： Dirichlet, NeumannCOMSOL
Multiphysics



PDEで記述できるモデル (2) 移流・拡散
速度 𝒗の流れに乗った拡散 Advection-Diffusion

𝑓 = 𝛻 ∙ 𝐷𝛻𝑢 − 𝒗𝑢 + 𝑞 = ൝
𝜕𝑢

𝜕𝑡

0

順問題：パラメータが既知で 𝑢を得る ⇒ PDEを「解く」

逆問題： 𝑢から情報を引き出す ⇒ パラメータの値は？

どのパラメータに敏感か？

Source位置はどこか？
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多くの分野で活躍

今日の話題

系 u c D

移流＋拡散 濃度 流速 拡散係数

地下水 水圧 0 透過率

熱伝導 温度 0 熱伝導率

静電場 静電ポテンシャル 0 誘電率



PDEで記述できるモデル (3) 簡単な例
一次元拡散 [5]

𝑓 =
𝜕

𝜕𝑥
𝐷

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝐷は濃度𝑢 ・場所𝑥に依存してよい)

順問題： 𝐷が定数であれば 𝑢 𝑥, 𝑡 =
1

2
erfc

𝑥

2 𝐷𝑡

定常状態であれば 𝐷
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑎𝑥 + 𝑏 (𝑎, 𝑏は境界条件から)

逆問題： 𝑢の測定データから 𝐷を求める
◦ ポリマー溶液では濃度依存性あり、不均一材料では場所に依存
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初期条件



PDEで記述できるモデル (4) パラメータ依存性
多変量カイ二乗（目的関数） 𝜒2 = ∆𝒖𝑻 𝑪−1 ∆𝒖 = Σ𝑖,𝑗∆𝑢𝑗(𝑪

−1)𝑖𝑗∆𝑢𝑖
◦ 𝑪 = ∆𝒖 ∆𝒖𝑻 は共分散行列、∆𝑢𝑖 = 𝑢 𝒓𝑖 |calc − 𝑢 𝒓𝑖 |obs, 𝑢は 𝛻 ∙ 𝐷𝛻𝑢 − 𝛻𝑣𝑢 = 0 を満足

◦ 最適化には、パラメータ 𝛼𝑘 に対する 𝑢の変化率
𝜕𝑢

𝜕𝛼𝑘
の情報が必要⇒ sensitivity matrix 𝑯

◦ 直接計算は愚策
𝜕𝑢

𝜕𝛼𝑘
≈

𝑢 𝛼𝑘+∆𝛼𝑘 −𝑢 𝛼𝑘

∆𝛼𝑘

目的関数を汎関数 𝑃[ℎ] = ℎ 𝑢, 𝛼 𝑑𝒓𝑑𝑡 で表すことができる

𝑃[ℎ]のパラメータ依存率は [4]

𝜕𝑃

𝜕𝛼𝑘
= 

𝜕ℎ(𝑢,𝛼)

𝜕𝛼𝑘
+

𝜕ℎ(𝑢,𝛼)

𝜕𝑢
𝜓 𝑑𝒓𝑑𝑡

◦
𝜕𝑃

𝜕𝛼𝑘
= marginal sensitivity, 𝜓 =

𝜕𝑢

𝜕𝛼𝑘
=state sensitivity ⇒ sensitivity matrix 𝑯

◦ 𝑢の随伴adjoint 𝜓* を用いると第2項が効率的に計算できる
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Adjoint随伴の定義 𝒚, 𝐴𝒙 = (𝐴∗𝒚, 𝒙)

𝑢 = 𝑢(𝒓; 𝛼1, 𝛼2, ⋯ )



PDEで記述できるモデル (5) Adjointの活用
Neupauer & Wilson による説明 [4]

例えば、演算子𝑃 =
𝜕

𝜕𝑡
− 𝛻 ∙ 𝐷𝛻 − 𝒗 に対して 𝑃𝑢 = 0 がAdvection-Diffusion 方程式

sensitivity  𝜓 =
𝜕𝑢

𝜕𝛼𝑘
が満足する方程式は 𝑄𝜓 = 0の形

汎関数 𝐽 𝜓∗ = 𝜓∗(𝑄𝜓)𝑑𝒓𝑑𝑡 = 0 を変形して 𝐽 𝜓∗ = 𝜓𝑑𝒓𝑑𝑡(∗𝑅𝜓) = 0

よって adjointが満足するPDEは 𝑅𝜓∗ = 0 の形

𝜕𝑃

𝜕𝛼𝑘
に含まれる 

𝜕ℎ(𝑢,𝛼)

𝜕𝑢
𝜓 𝑑𝒓𝑑𝑡 を変形して、𝜓を含まず𝜓∗ を含む積分にできる

◦ 𝜓∗の計算は一度でよい！
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比例関係 (1)
理工学ほかあらゆる分野で最も基本的な関係

◦ 例1： 外界からの刺激と系の応答 ⇒ 電気回路の I と V

◦ 例2： 差分で考えるともっと広く適用できる ⇒ 気体の温度変化 dT と密度変化 dr

(x,y) をグラフ表現すると直感的に把握できる
r=1                                           0 < r < 1

◦ 回帰直線を調べる

◦ フィットの不確かさ sY,fit
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線形関係



比例関係 (2)  𝑦 = 𝑎𝑥
この関係を実証するには (x,y) の組を測定する

常に誤差が含まれる⇒たいていは x が正確で y があやしい

y/x の値を平均すればよいか？

最も合理性があるのは最小二乗法（ミスマッチを最小に）
◦ 正規分布からのサンプリング仮説に基づく

𝜒2 = σ𝑖=1
𝑛 (𝑦𝑖−𝑎𝑥𝑖)

2

𝜎𝑖
2 ≥ 0

⇒ 最適化で aを決める ⇒
𝜕𝜒2

𝜕𝑎
= 0 ⇒ 𝑎 =

σ 𝑥𝑖𝑦𝑖
σ 𝑥𝑖

2
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物理量としては y/x



ベクトルの線形関係 (1) 𝒚 = 𝑨𝒙

𝒙 =

𝑥1
⋯
𝑥𝑛

, 𝒚 =

𝑦1
⋯
𝑦𝑚

, 𝑨 =
𝐴11 ⋯ 𝐴1𝑛
⋯ ⋯ ⋯
𝐴𝑚1 ⋯ 𝐴𝑚𝑛

𝑨が分かっている中で (𝒙, 𝒚)を求めることは順問題
◦ 刺激に対する応答

𝒚と 𝑨が分かっている中で 𝒙を求めることは逆問題
◦ 形式上 𝒙 = 𝑨−1𝒚

◦ 𝑚 < 𝑛なら情報不足

(𝒙, 𝒚)が分かっている中で 𝑨を求めることは逆問題
◦ 一般に𝑚 ≪ 𝑚𝑛なので極めて困難
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もっともらしい解がみつかればそれでよし



ベクトルの線形関係 (2) 𝒚 = 𝑨𝒙
最適化によって逆問題を解く

𝜒2 = 𝒚 − 𝑨𝒙 𝑇 𝑪−1 𝒚 − 𝑨𝒙 (≥ 0)

⇒
𝜕𝜒2

𝜕𝑥𝑘
= 0によって最適な 𝒙が決定できる ⇒ 𝒙 = (𝑨𝑇𝑨)−1 𝑨𝑇𝒚 (𝑪 = 𝑰の場合)

⇒ 𝑚 ≪ 𝑛 であれば非現実的な解を排除するための工夫が必要 [1]

𝜒2 = 𝒚 − 𝑨𝒙 𝑇 𝑪−1 𝒚 − 𝑨𝒙 + 𝛼𝑔 𝒙

◦ 解法はさまざま
◦ 例）目的地付近で線形近似を採用して非線形問題の解を得る [1]・・・Newton法の精神
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penalty項
常識が働く

𝜒2が0であれば数学的な解、最小値を取れば統計的な解



帯水層問題 (1a) 定常状態 [1]

帯水層の不均一な透過率（透水率） transmissivity T の空間分布を知りたい
◦ T の次元は拡散係数と同じく「面積/時間」 (m2/day)

Sourceから水を流し込み、Sinkから汲みだす
◦ Boundary内部の水量は一定

Darcyの法則
◦ 体積フラックスが圧力勾配に比例

◦ 圧力は井戸の水位から判断
◦ 比例係数が透過率

現代性
◦ IoTでTを長期観測

◦ 地下水汚染への対応
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パラメータ推定



帯水層問題 (1b) 時間依存 [4]

環境汚染物質が検出された。汚染源をどう特定するか？

⇒上流地点 j から当該地点 k に流れ込む確率 Pjkを順に求める
◦ 上流のsourceに観測物質（ラジオアイソトープ等）を瞬間的に投入

◦ 早く観測されれば確率は大きい

◦ 観測時間が短ければ確率は大きい

現代性
◦ 地下水汚染への対応
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Source位置推定



帯水層問題 (2) 不均一な透水率
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Cardiff & Kitanidisの定常状態問題 [1]

𝛻 ∙ (𝑇𝛻ℎ) = ቊ
±𝑞
0

𝒉 = ℎ1, ⋯ , ℎ24 , 𝑻 = 𝑇1, ⋯ , 𝑇𝑛 (m = 4 × 6, 𝑛 = 10 × 10)

目的関数 𝐿 = ∆𝒉𝑇𝑪−1∆𝒉 + ∆𝑻𝑇𝑸−1∆𝑻

∆𝒉 = 𝒉calc − 𝒉obs, ∆𝑻 = 𝑻 − 𝛽𝑻ref

◦ 逐次近似で最適化

◦ Adjoint法で𝑯を計算

𝑚 ≪ 𝑛なので追加
スムーズな結果

fitting



COMSOL Multiphysicsの出番
関数形と境界条件をメニューから指定してPDEの解が得られる

Adjoint 𝜓∗の方程式も同様にして解ける

𝑔 = 𝛻 ∙ 𝐷𝛻𝜓∗ + 𝒗𝜓∗ 𝒓 ∈ Ω

𝒏 ∙ 𝐷𝛻𝜓∗ + 𝒗𝜓∗ = 𝑞 (𝒓 ∈ ΓΩ), 𝑔 = 0 (𝒓 ∈ 𝜕Ω)

具体的な𝐻𝑖𝑗の計算式はCardiff & Kitanidis [1]にある。
◦ 総説は[8]。
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まとめ

advection-diffusion type PDEで記述できる系の逆問題
◦ 目的関数を作る

◦ 少ない情報から知見を得るために数学的工夫が必要

◦ 目的関数の最適化を行う

◦ 勾配の計算に随伴 adjointを用いると効率的

◦ 帯水層問題に適用できた

◦ 拡散問題、熱伝導問題等多くの理工学的問題に応用できる
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