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COMSOL Multiphysics®
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COMSOL Multiphysics®

COMSOL 社（スウェーデン、ボストン）の開発製品です。
計測エンジニアリングシステム株式会社は日本国内販売総代理店です。

COMSOL Multiphysicsはマルチフィジックス解析環境を提供しています。
解析は主として有限要素法に基づいています。
（他に、有限体積法、境界要素法、粒子追跡も利用する場合もある）

スウェーデンの数学者
当時、KTH (スウェーデン王立大学）の学生

The company was founded in 1986. 
COMSOL Multiphysics® in 1998.  

Germund Dahlquist

More than 460 employees in 21 
officies worldwide.
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参考資料検索キーワード

http://www.kesco.co.jp/comsol/index.html

COMSOL Multiphysicsのモジュール群
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基本的なアイデア

https://www.kesco.co.jp/conference/2014/data/ConfTokyo2014Mini_PDE_J.pdf

参考資料検索キーワード

弱形式に変換 （弱形式からの直接入力も可）
FEM プログラムの自動作成（コンパイル）

解きたい方程式

インターフェース

テンプレート

有限要素解析

PDEからの構築
専門分野別モジュール
による構築
任意の連成が可能

メッシュ生成

ソルバーシーケンス設定
結果処理

ダイナミックな設定（試行錯誤可）
同じルック&フィールの設定

通常は専門モジュールを利用してモデル化、必要があればPDEインターフェースで。

PDE: 偏微分方程式
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COMSOL Multiphysics®

モデル構築
モデル開発

アプリ化

ユーザー数の急拡大
開発へのフィードバック

業務革新

COMSOL Desktop 統合型GUI  （プリ・任意のフィジックス・メッシュ・ソルバ・ポスト処理）

モデルビルダ

アプリケーション
ビルダ

機能性の検討
マルチフィジックス解析
ロバスト性、環境適合性

形状データの吐き出し機能：コンター、STLデータ ほか
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モデルビルダーでの構築
デフォルト設定(D)を「上書き」することで、自分のモデルを構築していく。

http://www.kesco.co.jp/comsol/download/IntroductionToCOMSOLMultiphysics_52a_jp.pdf

左クリック： 設定ウィンドウ
右クリック： コンテクストメニュージオメトリのI/O機能付き
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アプリケーションビルダによる
解析利用者の拡大

モデルビルダでの
開発

アプリケーションビルダ
によるアプリ化

サーバー

登録開発への
フィードバック

計算、確認、
メールなど

タブレット端末で
操作します！

利用したい時間、場所で
アクセス可能

参考資料検索キーワード

CPUはサーバー
が受け持つ。

安価なタブレット
端末によって、
少額投資で
利用者数増大。
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サイクリックボルタンメトリ―
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サイクリックボルタンメトリーとは
静止溶液中に浸した電極について電位を繰り返し掃引した際に流れる電流を測定して
電流-電位曲線(サイクリックボルタモグラム）を求め、酸化還元特性などを調べる方法。

https://www.comsol.jp/blogs/modeling-electroanalysis-cyclic-voltammetry/

ピーク電流

ピーク電流

𝐸𝑚𝑎𝑥

𝐸𝑚𝑖𝑛

𝑣 =
𝐸𝑚𝑎𝑥 − 𝐸𝑚𝑖𝑛

∆𝑡

掃引速度

印加電位（時間的に変化）

電
気
化
学
系

ピーク間の距離入力 出力
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ボルタモグラムと濃度の対応関係

R

O

𝑡 = 0

𝑡

https://www.comsol.jp/blogs/modeling-electroanalysis-cyclic-voltammetry/
時間変化のアニメーション

ボルタモグラム

還元体濃度分布

界面

電解液
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COMSOL Multiphysicsでのモデル構成

腐食解析、電気めっき、電気化学にもある.
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COMSOL Multiphysicsでの解析手順

実演
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グローバルパラメタの設定

グローバル定義：パラメタの設定

パラメタファイルのI/Oも可能
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ジオメトリ

電極から沖合までの一次元領域の設定

グローバル定義：パラメタで与えている。
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電気分析
化学種数と名前、電極断面積の設定

還元体cA、酸化体cB： 合計2個

電極断面積
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電気分析
温度、拡散係数の設定

温度

拡散係数
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電気分析

初期値の設定

グローバル定義：パラメタで与えたものを利用
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電気分析
バルク濃度の設定
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電気分析
電極表面の電気的条件、線形スイープ速度、電位などの設定
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電気分析

𝑐𝐵 + 𝑛 𝑒− ↔ 𝑐𝐴

-1         n               1濃度依存BV

COMSOL Multiphysicsは電気化学の規約の
通り、アノード電流を正にとっている。
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電気分析
二重層の設定
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スタディ
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電極反応： 可逆、準可逆、不可逆

Ox + 𝑛 𝑒− ↔ Red

𝑘𝑓

𝑘𝑟

𝑘𝑓 = 𝑘0 exp 𝑎𝜂

𝑘𝑟 = 𝑘0 exp 𝑏𝜂

𝑘𝑠 > 0.02 𝑐𝑚/𝑠 可逆

0.02 > 𝑘𝑠 > 5 × 10−5 𝑐𝑚/𝑠

𝑘𝑠 < 5 × 10−5 𝑐𝑚/𝑠

準可逆

不可逆

𝑖0 = 𝑛𝐹 𝑘0

交換電流が大きい 可逆
交換電流が小さい 不可逆
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可逆反応での関係式
25℃での関係式を示す。

𝑖𝑝 = 269 𝐴 𝑛1.5 𝐷0.5 𝐶𝑅,𝑏𝑢𝑙𝑘 𝑣
0.5

𝐸𝑝 = 𝐸0.5 + 0.0285/𝑛 𝑛 = 1のとき、28.5mV

𝐷 cm2

𝐴 cm2

𝑣 Volt/s

𝐶 mol/litre
ピーク電流

ピーク電位

ピーク間電位差＝57 mV
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アプリによるCVの実演
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サイクリックボルタンメトリ
バッテリー&燃料電池モジュール：ライブラリ：アプリケーション

電気分析、腐食解析、電気めっきにもある。
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数値実験

理論値57mV

可逆反応 不可逆反応 𝑘0 = 1𝑒 − 5 cm/s𝑘0 = 1𝑒 − 1 cm/s

𝑖0 = 100 A/m2 𝑖0 = 0.01 A/m2
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Butler-Volmerでみると

𝑖0 = 𝑛 𝐹 𝑘0 𝑐𝑏𝑢𝑙𝑘

𝑐𝑏𝑢𝑙𝑘 = 0.001 M = 1mol/m3

𝑛 = 1

𝑖0 = 𝐹 𝑘0

𝑘0 = 1 cm/s

𝑖0 = 0.01 𝐹 = 964.85 A/m2

𝑘0 = 1𝑒−5 cm/s

𝑖0 = 1𝑒−7 𝐹 = 0.096 A/m2

基準値

1/2

1/10

過電圧（Ｖ）

B-V電流

以下のように記述できたとする。

可逆

不可逆

通常、支持電解液のバルク濃度は
0.1Mあたり。

交換電流は支持電解液の濃度にも
影響されるので注意が必要である。

これを仮に基準とする。
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最大、最小の抽出

①

②

③

④

⑤

⑥

(探索開始時刻、探索終了時刻、評価量）

timemax
timemin
attimemax
attimemin
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結果出力値との関係

①

②
③

④
⑤－⑥
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掃引速度を変化させたときの
電流ピーク値の変化

可逆反応の理論から電流のピーク値は
掃引速度の0.5乗についてプロットすると

線形になり、その傾きから拡散係数を推定
することが行われている。
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電気化学インピーダンス分光法

EIS
Electrochemical Impedance Spectroscopy

Copyright© 2017 M. Hashiguchi, D. Mi



電気化学インピーダンス分光法とは
電気化学系を
抵抗、コイル、コンデンサ
の特性で表現できるとする。

交流を電気化学系に印加してその電気的
応答（インピーダンスZ）を測定した場合、

各特性の大きさを把握できたとすると、系
の特徴をそれらの特性で代表できる可能
性がある。

一方で、そのために系に悪影響を与えてはいけない
ので微小な交流を印加するものとする。5mV～10mV

DC

AC 電
気
化
学
系

𝑍′

−𝑍′′

𝐶𝑑

𝑅

𝑅𝑠

角周波数ωを変化させる。
低周波

高周波

電荷移動が速い：小さい

電荷移動が遅い：大きい

電気二重層

電解液抵抗

𝑍 𝜔 =
𝑉(𝜔)

𝐼(𝜔)𝑉

𝑅

𝑓𝑝𝑒𝑎𝑘 = 1/(2𝜋𝑅𝐶𝑑)

典型的な形

入力 出力

インピーダンスが大きい：
電気化学反応が起こりに
くい

直流を通さない。
交流は通す。

（非破壊）

𝑍𝐶 =
1

𝑗𝜔𝐶𝑑

Randles回路

𝑍𝑅 = 𝑅

𝑍𝑅𝑠 = 𝑅𝑠

𝑅𝑠

電荷移動抵抗
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拡散の影響

https://www.youtube.com/watch?v=JtMrRmp_9Xw



数値計算での取り扱い
計算手順

１．定常(DC)解を計算する。
２．調和摂動を利用して、摂動を印加する。
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アプリ操作によるEISの実演

Copyright© 2017 M. Hashiguchi, D. Mi



ＥＩＳのアプリケーション

electrochemical_impedance_spectroscopy.mph
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COMSOL Multiphysicsでの解析手順

実演
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COMSOL Multiphysicsでの実装
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電気二重層

𝑖 = 𝐶𝑑
𝜕𝜑

𝜕𝑡

𝜑(𝑡) = 𝜙∗ + ∆𝜙exp(𝑗𝜔𝑡)

Δ𝑖 = 𝑗𝜔𝐶𝑑Δ𝜙

𝑍(= 𝑍′ + 𝑗𝑍′′) =
Δ𝜙

Δ𝑖
=

1

𝑗𝜔𝐶𝑑
= −𝑗

1

𝜔𝐶𝑑

𝜔 が小さい 𝑍は大きく、電流が流れにくい。

𝜔 が大きい 𝑍は小さく、電流が流れやすい。

低周波で抵抗大

高周波で抵抗小

𝑍′ = 0 −𝑍′′=
1

𝜔𝐶𝑑

𝑍′

−𝑍′′

0

𝜔 →大
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電荷移動抵抗
𝑖𝑙𝑜𝑐 = 𝑖0 exp

𝛽𝑛𝐹

𝑅𝑇
𝜂 − exp(−

1 − 𝛽 𝑛𝐹

𝑅𝑇
𝜂)

アノード電流 カソード電流

いま、電極電位を変化させて平衡電位からずらし、過電圧が
Δ𝜂になったとする。その時の電流変化をΔ𝑖𝑙𝑜𝑐とすると、

𝑍 =
Δ𝜂

Δ𝑖𝑙𝑜𝑐

従って、インピーダンスの逆数は

1

𝑍
=
𝑑𝑖𝑙𝑜𝑐
𝑑𝜂

= 𝑖0
𝑛𝐹

𝑅𝑇
βexp

𝛽𝑛𝐹

𝑅𝑇
𝜂 − (1 − β)exp(−

1 − 𝛽 𝑛𝐹

𝑅𝑇
𝜂)

いま、過電圧が小さく、
電極電位が平衡電位に近い場合、

1

𝑍
= 𝑖0

𝑛𝐹(2𝛽 − 1)

𝑅𝑇

つまり、インピーダンスは電流に
無関係に一定値をとる。

過電圧がおおきな正値をとるとき、

1

𝑍
= 𝑖0

𝑛𝐹β

𝑅𝑇
exp

𝛽𝑛𝐹

𝑅𝑇
𝜂 =

𝑛𝐹β

𝑅𝑇
𝑖𝑙𝑜𝑐

この場合、インピーダンスは電流と反比例の関係
にある。
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CR回路の複素平面での表現

𝐶

𝑅

𝐸

𝐼𝐼𝑅 =
𝐸

𝑅
=
𝐸0
𝑅
exp(𝑗𝜔𝑡)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=
𝐼𝐶
𝐶

𝐼𝐶 = 𝐶𝐸0𝑗𝜔exp(𝑗𝜔𝑡)

𝑍 =
𝐸

𝐼

𝐼 = 𝐼𝑅 + 𝐼𝐶

𝑍 =
𝐸0 exp 𝑗𝜔𝑡

𝐸0
𝑅
exp 𝑗𝜔𝑡 + 𝐶𝐸0𝑗𝜔 exp 𝑗𝜔𝑡

=
𝑅

1 + 𝑗𝜔𝐶𝑅
=

𝑅 − 𝑗𝜔𝐶𝑅2

1 + (𝜔𝐶𝑅)2

𝑍′ −
𝑅

2

2

+ 𝑍′′2 =
𝑅

2

2

つまり、円弧になる。
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拡散インピーダンス（１）

𝑖𝑙𝑜𝑐 = 𝑖𝑙𝑜𝑐(𝜂, 𝑐)

電極を流れる電流は過電圧に加えて濃度の影響を受ける。

1

𝑍
=
∆𝑖𝑙𝑜𝑐
∆𝜂

=
𝜕𝑖𝑙𝑜𝑐
𝜕𝜂

+
𝜕𝑖𝑙𝑜𝑐
𝜕𝑐

Δ𝑐

Δ𝜂

電気分析では、

𝑖𝑙𝑜𝑐 = 𝑛𝐹𝑘𝑐

𝑘 = 𝑘0exp(𝑏𝜂)

1

𝑍
=
∆𝑖𝑙𝑜𝑐
∆𝜂

=
𝜕𝑖𝑙𝑜𝑐
𝜕𝜂

+
𝜕𝑖𝑙𝑜𝑐
𝜕𝑐

Δ𝑐0
Δ𝜂

= 𝑛𝐹𝑘𝑏𝑐0 + 𝑛𝐹𝑘
Δ𝑐0
Δ𝜂

電極表面(x=0)
で考える。

参考文献 岸本将史、燃料電池性能試験における電気化学インピーダンス法の利用、
エネルギー・資源、Vol.32 No.3 (2011) pp.52-57..
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拡散インピーダンス（２）

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2

𝑥は電極からの距離
tは時間

c = 𝑐∗ + ∆𝑐

∆𝑐 = ∆𝑐 exp(𝑗(𝜔𝑡 − 𝜑))

𝜕∆𝑐

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2∆𝑐

𝜕𝑥2

𝑗𝜔∆𝑐 = 𝐷
𝜕2∆𝑐

𝜕𝑥2

つまり、空間に関する境界
値問題になる。

∆𝑐 = 𝐴exp
𝑗𝜔

𝐷
𝑥 + Bexp −

𝑗𝜔

𝐷
𝑥

一般解

と仮定する。

を考える。

𝑐∗は一定とする。

|∆𝑐|を∆𝑐と書くことにして

境界条件

∆𝑐 = ∆𝑐0 𝑎𝑡 𝑥 = 0

∆𝑐 = 0 𝑎𝑡 𝑥 = ∞

∴ ∆𝑐 = ∆𝑐0exp −
𝑗𝜔

𝐷
𝑥
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拡散インピーダンス（３）

−𝐷
𝜕Δ𝑐

𝜕𝑥
|𝑥=0 =

−𝑖𝑙𝑜𝑐 𝜂, 𝑐

𝑛𝐹
|𝑥=0 = −𝑘𝑐0

−𝒏 ∙ 𝑵𝑐 = 𝑖𝑙𝑜𝑐
−𝜈𝑐
𝑛𝐹

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝛻 ∙ 𝑵𝑐 = 0 𝑵𝑐 = −𝐷𝛻𝑐 Ox + ne− ↔ Red

𝑐 = Red 𝒏 = (−1,0,0) 𝜈𝑐 = 1

∴ ∆𝑁0 = −𝑘𝑐0

𝑖𝑙𝑜𝑐 = 𝑛𝐹𝑘𝑐

𝑘 = 𝑘0exp(𝑏𝜂)

−𝐷
𝜕Δ𝑐

𝜕𝑥
|𝑥=0 = −𝐷

𝜕

𝜕𝑥
∆𝑐0exp −

𝑗𝜔

𝐷
𝑥 |𝑥=0 = 𝑗𝜔𝐷∆𝑐0

∴ ∆𝑁0 = 𝑗𝜔𝐷∆𝑐0
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拡散インピーダンス（４）

∆𝑁0 =
𝜕𝑁0
𝜕𝜂

Δ𝜂 +
𝜕𝑁0
𝜕𝑐0

∆𝑐0 = −𝑏𝑘𝑐0 − 𝑘∆𝑐0

∆𝑐0
∆𝜂

=
−𝑏𝑘𝑐0

𝑘 +
Δ𝑁0
Δ𝑐0

=
−𝑏𝑘𝑐0

𝑘 + 𝑗𝜔𝐷

∴
1

𝑍
=
∆𝑖𝑙𝑜𝑐
∆𝜂

= 𝑛𝐹𝑘𝑏𝑐0 + 𝑛𝐹𝑘
−𝑏𝑘𝑐0

𝑘 + 𝑗𝜔𝐷
=

1

𝑅𝐵𝑉
+ 𝑛𝐹𝑘

−𝑏𝑘𝑐0

𝑘 + 𝑗𝜔𝐷

これをファラデーインピーダンスと呼び、下記の等価回路を考えることもある。

𝐶𝑑

𝑍𝐹

𝑅𝑠

電気二重層

電解液抵抗

直流を通さない。
交流は通す。𝑍𝐶 =

1

𝑗𝜔𝐶𝑑

𝑍𝑅𝑠 = 𝑅𝑠

ファラデーインピーダンス
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等価回路のフィッティングの例



COMSOL Multiphysicsでの
フィッティング

COMSOL MultiphysicsではFEMモデルに対してもフィッティングが可能である。
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実験値との比較による同定

実験値

実験値

FEM

FEM

intop1( )は指定点のデータの取り出し
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前回の質問
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半導体と電気化学

https://www.comsol.jp/model/simulation-of-an-ion
-sensitive-field-effect-transistor-isfet-45341

Simulation of an Ion-sensitive Field-effect Transistor (ISFET)
Application ID: 45341

イオン感応性電界効果トランジスター

イオン感応膜でゲート表面上を覆ったFETで、液中のイオン活量によっては静
する液-イオン（プロトン）感応膜間の表面電位を検出する。
表面電位でドレイン-ソース間電流を制御するので電界効果トランジスタである。

ガラス電極と比較すると、
１．割れる心配がない
２．KCL溶液など保存液が不要
３．小型化への制約がない
４．半導体技術による小型化ができる
５．ゲート部分被膜によってさまざまな
イオンの検出が可能

*日本語部分引用元：http://www.comb.kokushikan.ac.jp/lecture/envmeasure/node147.html
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COMSOL Multiphysics®による
モデリングの方針

ISFETは、MOSFETのゲート接触を測定する電解液に置き換えること
でモデル化できる。

イオンとゲート誘電体の相互作用によるゲート電位の変化を測定する。

半導体モデルと電解液モデルの連成として取り扱う。

電解液モデルは拡散二重層モデルに近い。

半導体はMOSFETとしてモデルを構築する。

Thin Insulator Gate境界条件によって薄い酸化膜をモデル化する。

酸化物の外側表面の電位(phiM)は金属接触電位ではなく、Stern層
のちょうど外側の電解液電位と、Stern層内の電位降下の和によって
与える。
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ゲート界面のモデリング
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ご清聴ありがとうございました。
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