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問題の種類 

K 既知  ｜境界条件u1=0 入力 出力 

順問題（forward problem) 

K 既知  ｜境界条件u1=0 入力 出力 

逆問題（backward problem, inverse problem) 

未知 

入力推定問題 

K 未知  ｜境界条件u1=0 入力 出力 

パラメタ推定問題/システム同定問題 

K 既知  ｜境界条件未知 入力 出力 

境界条件推定問題 
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COMSOL Multiphysicsの応用 

順問題 

定数/関数/変数定義、形状作成、材料設定、フィジックス設定(Kと境
界条件含む）、メッシュ、スタディ、可視化 

基本モジュール＋専門モジュール＋PDEインターフェース 

IoTのセンサー解析、フィジックス検討、動作環境との関連解析に利用可能 

第１回IoTセミナー 

パラメタ推定 

与えられたデータを使って、仮想モデルの構築、感度解析 

第２回IoTセミナー 

誤差を含む変量へのパラダイムシフト、統計解析 

最適化モジュールの付加 
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パラメタ推定の例題 
COMSOL Multiphysicsに付属のアプリケーションライブラリに掲載 
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パラメタ推定の例題 
化学種濃度の時間履歴データから活性化エネルギーを推定 

5 



パラメタ推定の例題 
滞水層の透水係数を推定 
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モデル概要： 
 2D正方形領域、 
 地下水流問題（ダルシ―則） 
 
問題点： 

  ある地域の地下水流問題を解
きたいが、地質不均一なため、
hydraulic conductivityの空間分布

が分からない ⇒ 仮想モデルが
構築できない。 

パラメタ推定の必要性 

水頭
条件 流出量 • 方程式確定： 

  ダルシ―則 
 

• hydraulic 
conductivity不明 
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滞水層の問題設定 

辺長b=100mの正方形領域内で空間的な透水係数Ks(m/s)を知りたい。 

推定したいパラメタ𝑠 
ただし、周囲（１辺300mの正方形)は
Ks0として既知である。 

Ks0 既知 

Ks 未知 

支配方程式 

𝛻 ∙ −𝐾𝑠𝛻𝐻 = 𝑄𝑠 

𝐻 ≡
𝑝

𝜌𝑔
 

外側境界上　𝐻 = 0 参考文献１ p.1485  (10)式 

𝑄𝑠:  吸い込み、湧き出し 

変数名はHがφ´, Qsがρで 
表現されている。 

100m 

300m 
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観測データは何を使うか 

独立な４個の観測として、押し込み（●）と吸出し（→）
のペアを４組測定する。 

+N0 

-N0 

（１） 

（２） 

（３） （４） 𝛻 ∙ −𝐾𝑠𝛻𝐻 = 𝑄𝑠 

解析手順 

[2] 観測条件（１）に対応する条件を与えて 
  方程式の有限要素解を求める。 

流束条件として与える。 

[3] 観測条件（１）に対応するHの測定値との誤差を 
  求める。 

[1] パラメタKsの初期値を設定する。 

[4] 手順[2][3]を観測条件（２）～（４）についても実施。 

[5] パラメタ推定用の計算を行い、[1]へ戻る。 
  収束すれば計算終了。 
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観測データの内容 
観測データの準備 

観測（１） 観測（２） 

観測（３） 観測（４） 

データの並びは左から右、下から上へ 

NaNの箇所は押し込み/引き抜き位置なのでデータ不要の意味 

（１） 

（２） 
（３） 

（４） 

エクセルデータ 

(-50m,-50m) 
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Ksデータ 
テキストデータ 

テキストデータとしては、２列の縦長のデータになっている。ここでは
表示を見やすくするためエクセル形式で表示している。 

エクセルによる内容確認 

11 



設定手順 
モデルウィザード 
１）空間２次元、流体流れ：多孔質および地下水流：ダルシ―則 
２）追加 
３）スタディ、定常、完了 

４）ジオメトリ作成 （300ｍ正方形、100m正方形、点の作成） 

グローバル定義：パラメタ設定 

１）下記を入力 
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順問題の作成手順 
関数設定 
１）コンポーネント１：定義：右クリック、関数：補間、関数名 logKs Reference 

２）aquifer_characterization_logKs_ref.txt  

３）データフォーマット：グリッドを選択し、インポート 

４）関数名 logKs_ref    ファイル位置 １ 

先ほどエクセル表で表示したファイ
ルの内容をインポートしている。 
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順問題の作成手順 
定義：変数 

１）変数名logKsとして以下を設定 

１）領域1-4、6-9を無限要素ドメインに指定する。 

無限要素ドメインの指定 
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順問題の作成手順 

１）材料に10^logKs0を設定 

２）ドメイン５（中央部分100m正方形）には10^logKsを設定 

材料設定 

外側境界条件（H=0) 

１）外側（無限要素領域外側境界）でH=0とする。 

15 



順問題の作成手順 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点６を選択 
３）if(th==1, N0, 0)を設定する。 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点７を選択 
３）if(th==2, N0, 0)を設定する。 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点８を選択 
３）if(th==3, N0, 0)を設定する。 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点10を選択 
３）if(th==4, N0, 0)を設定する。 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点6を選択 
３）if(th==11, -N0, 0)を設定する。 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点13を選択 
３）if(th==3, -N0, 0)を設定する。 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点14を選択 
３）if(th==2, -N0, 0)を設定する。 

質量流束 
１）ポイントの質量流束設定を選択 
２）点15を選択 
３）if(th==1, -N0, 0)を設定する。 

押し込み側の設定 引き抜き側の設定 

thによって後程、制御される。 
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順問題の作成手順 

メッシュの作成 

スタディで計算実行 

結果の確認 

th=1 th=2 

th=3 th=4 

手動でthの数値を変更し
計算を繰り返す。 

17 



補助計算の作成手順 

１）モデルウィザードに２Dのコンポーネントを追加 
２）コンポーネント２にジオメトリ２を指定 
３）フィジックス追加で数学：最適化と感度：最適化を選択、 
  コンポーネントへ追加 
４）数学：ODEとDAE：ドメインODEとDAEを選択、コンポーネントへ追加 

１）スタディを追加、定常選択、追加 

コンポーネントの追加 

スタディの追加 

ジオメトリ作成 

１）100m正方形作成 
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補助計算の手順 
一般押し出し 
 １）コンポーネント２：定義：右クリック、コンポーネントカップリング： 
   一般押し出し選択 
 
平均演算の定義 mean(  ) 

１）平均を演算する演算子の設定 

積分演算の定義 int0(  ) 

１) 積分演算子の設定 
２）次数を0にする。 

変数の設定 

dvol 

矩形メッシュ   1    
三角メッシュ        1/2 

要素座標系から全体座標系への変換 
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補助計算の手順 

変数の定義 
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補助計算の手順 

解析関数の定義 

１） コンポーネント２：定義：関数、解析 
２） 名前をCovariance functionにする。 
３）   関数名 Q 
４） 式に、sigma^2*exp(-x/r) 
５） 引数の単位をm、関数の単位を1にする。 
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補助計算の手順 
最適化(opt)の内容設定 

１）ドメインの制御変数フィールドを選択 
２）ドメインに全てのドメインを選択 
３）制御変数名をlogKsにする 
４）初期値に対して、logKs_ref を設定する 
５）離散化セクションで、不連続ラグランジュを選択 
６）要素次数は一定とする。 

グローバル最小二乗目的関数 

１）グローバル最小二乗目的関数を選択 
２）実験データセクションに行く 
３）ファイル参照 
４）aquifer_characterization_zero.csvを読み込む 
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補助計算の手順 
ペナルティ項の組み込み 
  これはLevenberg-Marquardt ソルバーを使う場合に必要である。 
  観測データがないものと比較するためのもの。 

１）数値列を選択 
２）数値列セクションへ行く 
３）式に、sqrt(L_penalty) を入力 

ドメインODEとDAE 

１）コンポーネント２のドメインODEとDAEをクリック 
２）単位で、ソース項の次元を次元無にする 
３）離散化セクションで、要素次数を一定にする 

分布ODE 

1) ソース項に次式を設定する。 
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補助計算の手順 

メッシュ 
 １）１０等分割のマップトメッシュを作成 

定義 
 １）コンポーネント１：変数を複製 
 ２）変数に以下を設定 
   

順問題への追加項目の設定 
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補助計算の手順 
最適化の追加 
  測定データはコンポーネント１（順問題）の解と比較されるため、 
  最小二乗目的寄与を定義する。 
フィジックスの追加 
 １）数学：最適化と感度：最適化を追加 
 
最適化２（opt2) 
  １）最小二乗目的関数を選択 
  ２）ドメイン５を選択 
  ３）実験データセクションに行く 
  ４）観測（１）の実験ファイルを読み込む 
   aquifer_characterization_H1.csv 
  ５）テーブルに以下を設定 
   

６）座標系列を設定 
７）comp1.dl.Hを設定（この観測データと比較の意味） 
８）重み係数に、1/deltaH^2を設定 

ここを観測データ
数分繰り返す。 

ここでは４つの観
測データについ
て繰り返す。 

25 



スタディの手順 
Study 1では、定常、順問題の計算を行う 
  300×300mの全ドメインでDarcy則を解く。 
  この時logKsの定義は下記の式を使う。 

  変数thで、押し出すと吸い込む4ペアの実験条件を分けて実装。 
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スタディの手順 
Study 2では、最適化と定常になる 
  定常計算では、300×300mの全ドメインでDarcy則を解く時に、logKsはペナ
ルティを考慮して決める。具体的には、中心の100×100m上のドメインODE計
算で決める。 
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スタディの手順 
Study 2での最適化計算 
  以下「Least-Squares Objective 1」と「Global Least-Squares Objective 1」の和
の最小を計算する。 

   Least-Squares Objective 1はth=1時の最小二乗への寄与になる。 
   Global Least-Squares Objective 1はペナルティから最小二乗への
寄与になる。全体の最適化をする制御変数をlogKsとした。 
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スタディの手順 
Study 2の計算結果 
  th=1の1ケース、即ち観測データが6個場合の圧力分布及びlogKsの分布 
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スタディの手順 
Study 3では、最適化と定常になる 
  定常計算については、Study 2と同じ。 
  最適化計算の目的関数は以下のようになる。th=1～4の4ケースを考慮。 
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スタディの手順 
Study 3の計算結果 
  th=1～4の4ケース計24個水頭実測データを用いた時に算出されたlogKs分布 
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